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地下水の非定常理論解について
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摘要
乙の論文は掘抜井戸の水圧の変化についての新しい理論解である．
今迄掘抜井戸K対しては Theisの理論解と国司の理論解があった．
Theisの研究は無限領域の掘抜井戸の解l乙弾性透水理論を導入した． そして彼の解が連続熱
源が無限領域の一点に発生したときの熱伝導非定常解と同一であることに特徴がある．
この理論によると井戸の半径がOになる．それで筆者はこの点に疑問を抱いた．
国司の研究はある半径をもった掘抜井戸の問題をとくために熱伝導と同じ理論解を与えた．こ
の解の中で，彼は井戸から揚水中は井戸の中の水位が一定であるという境界条件を与えた．
さて，筆者は国司の研究を参考lとしながら掘抜井戸の問題をとく為lと違った境界条件によって
同じような理論解を与えた．
実地においては揚水が行なわれている問井戸の水位は変化する様l乙思われる．
それで汲み土．げ水が一定であることを仮定して，筆者は井戸の中の水位lζ与えられるべき変化
する境界条件を決定した．そして前の境界条件を考慮、して，弾性透水理論が地下水流l乙対して基
礎とされた．基本方程式が無次元化され，方程式は最後にラプラス変換によって解かれた．
乙の解析の結果は Theisの理論解に半径の影響を加える事lとなった．
Summary 
This paper presents a new theoretical solution for the variation of hydraulic pressure 
in artesian well. There were Theis’s theoretical solution and Kunitsukasa’s one for 
artesian well til now. 
Theis’s study entered the elastic seepage theory into the solution of artesian well of 
boundless region. And it is the characteristic of this solution that his solution is the 
回meone as the unsteady theory for the heat conduction when the succesive thermal 
source springs in a point of boundless region. According to this theory the radius of well 
becomes zero, therefore the author had some doubts about it. 
Kunitsukasa’s study gave the same theoretical solution as the thermal conduction to 
solve the problem of artesian well of the田meradius. In his solution he gave a boundary 
condition which the water level in well is fixed while water is drawn from well. 
Then, refering Kunitsukasa’s theory, the author gave the similar theoretical solution 
to solve problem of artesian well by the di妊erentboundary condition. 
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It seems that the water level in well changes while the water is drawn in practice, 
therefore, assuming the pumped water is fixed the author decided on the changeable 
boundary condition should be given for the water level in well. 
And, thinking the former boundary condition the elastic seepage theory was founded 
on the underground flow system. The basic equation was made dimensionless and the 
equation was solved by Laplace transformation finally. 
The result of this analysis end in to add the effects of radius to the Theis’s theoretical 
solution. 
1.概要
佐賀県の白石平野には約8,000陥の水田があり，その中lζ農業用及び飲料用を含めて約150本
の掘抜井戸が設けられている．これらの帯水層の地下水は隣接の多良岳から補給されているが，
干魅時iとは揚水量の過大と補給水量の減少と相倹って地下水位が極度に低下して，濯概水の不足
や， 2次的な災害として地盤沈下などの悪現象が近時特lと現われている．これらの問題について
3年前より農林省，佐賀県と協力して調査し，その原因と対策の究明につとめて来た．さて濯淑
j切における揚水の実態と地下水位の変化の状況は現地における実測によって，かなり明白になっ
て米ている．しかし上記の災害が今後起らないようにするために各井戸から適正な錫水を行う方
法についてさらに理論的な解明を進める必要があると考えた．そこでまず倒抜1二戸lζ適用すべき
式としてイ1：米の Theisや閃司の式を検討すると:JUζ父それらとは児った考えブJで新しい理論解
の開発ICつとめてみた．
2. 既往の計算
Theisの式．
n F国。ーη2
S=H-h＝ エー－＼ 二一－dη4πT jηη 
Theisの考え方は従来の理論が地下水の流れが現実には定常流に近いと仮定して解いていたの
に対し，揚水による地下水位の低下は1！~限Iζ拡がるものだという非定常流の概念を導入して理論
解を前進させている．文基礎方程式の中lζ弾性透水理論を導入して理論と実際の聞の矛盾の解決
lζ努力を払っている．しかしこの理論解の基礎的な考え方は熱伝導の場合K，ある無限領域の導
体の中の1点lζ連続熱源を発生させた場合の熱伝導の非定常解と同一であるから，この原理を井
戸lζ拡張した場合lζ升二戸の径がOという事になる．この点は見様によっては無限領域の中にある
小さな井戸の径であるから，さして差し支えがないようにも考えられるけれども，何か井戸の径
がOである点に少しこだわりが残るように感じた．
国司の研究は Theisの式で井戸の径がOであった事を改良するために，やはり熱伝導の問題
において無限領域の中K穴のある場合の熱伝導の理論解と同型の理論解を掘抜井戸の場合lζ与え
ている．
I 2 （司 exp( －~2t'){J。（ξ） Y。（~r')-Y。（主） Jo （~r')} d~ 
('= 1一一－＼ 一一一一一一j 。 J5C~）＋ nC~） ~ 
すなわち初期条件として t=O→ご＝lとし， 井戸の周壁の理論解の場合の境界条件として，
/;=/;o （一定水位）を与えている． そして理論解から帯水層内の圧力 Cの変化および揚水量Qの
変化を求めている．
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3. 掘抜井戸の非定常解
さて筆者は国司の研究と同様に穴のある無限領域の熱伝導の理論Wf.Kヒントをえて，掘抜井戸
から揚水を行った場合の;I三定常理論fg引乙応用した．ただ境界条件の与え方IL次のような新しい試
みを行った．すなわち，実際に現地で井戸から揚水を行ってみると，時間の経過と共に湯水量と
井戸内の水位の双方が変化していく，そしてそれらの変化の程度は水位の変化の方が大きいのが
普通のようである．そこで境界条件IC井戸からの揚水量を一定として与えた場合の理論解を求め
てみた．
まず抗i抜JI二戸の基本式として
at;, r a2と 1θt;,l 叫・一一 ＝kh~一寸十一一・ ｝ θs l ar2 r I 
、 、 』 ???
? ?
?、
κh=S (lfi'液｛係数） h; （帯水層の厚）
kh=T (j韮水量係数） と；（帯水層の圧力）
kh T 
今王瓦＝つ5=A とおくと
θt;, , r a2t:.. 1 at;, 1 
8t --= 1θr2 . I rθr I (2) 
次に（2）を無次元化するため，井戸の半径 ιを使用して次のような置き換えをやる．
r 
t;= , α ’ t;.＇＝~ト て＝Ti (3) 
(3）の関係を（2)K代入すると
or;._ ar;._＿ θt;,' dて α or;._'
at -dt;, aて dt- f1 8τ 
θと dt;, at;,' dr; αθt:.' at;,' 
θr -dt;,＇ δf dr一 α θさ一 θS
~2( fJ I dt; ＼θt;,' 1 82(/ 
一一一－ ＇一一一一＝一・一一θr2 一 θ~ ¥ dr) at; αθF 
α2θc a2r;._' . 1 at;.' 
・ T1A θて－ fJ~2 I t; fJt; (4) 
(4) ！とおいて
2 
Tα 
1＝一瓦 lとなるように選ぶと，
(4）は
θr;._' a2t;,' . 1 at;,' 
8r －θt;2 . I t; θE (5) 
(5）のようになる．この式が被圧地下水の基本式となる．
さて（5）を次に示す領域で解く事にする．
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ε＞（＋＝1) (6) 
τ＞O 
このような（6）の領域で，次の初期および境界条件を満たすようlζ解く事iとする．
まず境界条件として
.;=l Iとおいて揚水量が一定であるとした．すなわち
（θ（＇ Qo 
予言）f=l＝耳石工＝% (7) 
つぎに初期条件としては τ＝0すなわち t=Oのとき
(()1=0＝と。
仇 (8) 
(8）のように与えた．
以上のように（7)(8）の条件を考慮して，（5）をとけば無限領域の被圧地下水から一定量 Q。を
揚水したときの，；i;；.水屑の水圧変化を知ることができる．
ところで（5）に Laplace変換を施して解く場合に初期条件を簡素にしておく方が便利であるの
で（7）の条件を逆1L;Jf：戸に注入する場合と考え（8）の初期j条件を修正して
((')T=o=O (9) 
(9）のようにして使用する事にした．
さて（5）に以上の条件を考慮して Laplace変換を施すと，
ふu制＝uff（~·s）＋十 ui~·s) (10) 
uf(l・s）＝子 、 、 ， ????????
(10）の Bessel方程式の解はまず原式を書き改めて，
ll ＜＜（初）＋十 ui~·s)-s ゆ）＝0 (12) 
(12）を別の形lと改めると，
d2u 1 du 
d~2 十 T"M-s•u=v (13) 
(13）の一般解として
u （~·s)=C1Io(Vs· ~）＋ C2Ko（...／ミ－．さ） (14) 
(14）がえられる．
と乙ろがこの問題の性質上Cはrの大きな値に対して収数せねばならないから， C1=0になる
必要がある．
従って
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u（~づ）＝ C2Ko(..f;・の (15) 
さらに（15）の C2の値を決定するために（7）の条件を使用すると，
（お日＝-C2vs • K1(v~， 1)= ~ (16) 
(16）より C2を求めると
C?= _ _J_o＿.~ 
" sys K1(./s・1)
(17) 
(17）を（15)Iζ代入すると
口一 Ko(v主主）（乙 s）＝一一一－一一一一一sys Ki(vs, 1) 
(18) 
よって（18）の逆変換を行うと，
日 （ C ァ；~ "T Ko(./I, ~） dJ. （＇（乙て）＝ー」 L ¥ eλ 一一←7 ←ー ・ー 一一πz Jc i司.K1(./J., 1) ).y). (19) 
つぎには9）の右辺の積分を遂行すると，次の図i乙示す積分路をとって考え，次のような結果が
えられる．
B 
B 
F E 
D 
《
A’ 
図（I) ( 19）の積分路
1. CD上において，
）.＝ρ・e-'"= －ρ vI =vi・ e-i宏／2＝必（－i)
であるから， R→oo, e→Oとすれば（19）は
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% （~ －ーρr Ko（必（－ i），~）竺dρ一一一一一 一2πt Jo~ Ki（ゾρ・（ i), 1） ρ.，／P(i) 
＝一ム（帽 R一p
2πi J 0－一＋・e；万U1Cv己・l)+iY1(v己＇1）｝仰
＝~（司 0-pr.lo(v£, ~）＋ iYo(Y~ ~） .-!J:!L 
2πi Jo~ J1Cvρ，l)+iY1（ゾρ，1） ρdρ (20) 
つぎに
2. EF上においては
A.＝ρ・6け二一ρ
Y-i=v長・e;,12＝必・t
であるから，この上での積分値は
% (0 －ρT Ko（必， i,~）一二空ι－
-2iiiんじ Ki(Y己， i,1) -Pvιi 
＝ム（岨 ρ一ρ
2πi Jo~ 一＋・e-i"{J1（孔 1）一iY1（必ゆ仰
% f時ーーρT Jo(vんの－ iYo（必，~） 型空一一一！・一 一・－2πi Jo~ 11（イρ，I)-iY1(.,/P,1） ρゾρ (21) 
そこで（20)+ (21）を計算すると，
qo （国 T J1（必， l)Yo（必，~）－ Jo(vP, ~）Y1(vP, 1) dρ 
三－ ¥ e-p・ 一 一 ・ー士（22)
Jo Ji（イρ，l)+Yi（イρ，1） ρdρ
又r上の積分は極限で－2riとなるので，その値がれとなる．
それで（7)(9）の条件を満たす最終解は次のように与えられる．
qo f時 T !1（必）Yo(vP, ~）－！ oC必，~）Y1（ゾめど＝q。＋~＼
Jo JiC.Jρ）十ncイρ）
dρ 
ρィρ (23) 
従って本題lζ戻って（7)(8）の条件を満たす解を求めると次のような式が与えられる．
qo f閣 - T 11（必）・Yo(v瓦 ε）－ Jo（ゾ長，~）Yi(必） dρ と~－ t;.＇＝ζ~ － q。－ ~ ¥ e P. 一 一 ・一一（24)
Jo Ji（イρ）＋YKイρ） ρイρ
さて（24）を無次元化しない元の形lζ改めめると，
…「咽 _ f1(u）・Yo(u，子）－J仇与）・Y1(u) .1 . 
と＝とo一αqo一三コE¥ e-t1fa'.T/S.t. ¥ "' / ¥ "' / ・主主（25)
'10 πJo fi(u)+ Yi(u) u2 
但し u=v7i 
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乙の（25）の右辺の積分を行う事が容易でなく，まだ関数表の作成を行っていない．
「咽 dρ
この（25）と前にのべた Theisの式とを比較すると， le-PT.－でニの項が同じ形をなしている．
j。 ρイρ
従って Bessel関数で表現されている項が井戸の半径を考慮に入れた場合の附加項として求め
られている．
4. あとがき
掘抜井戸の非定常流問題を理論的に解決するために前記のように Theisや国司の行った弾性
透水理論は確に優れたものである．とくに井戸から揚水を行う影響が理論的には無限の範囲に及
ぶという考え方は正しいものと思われる．元来地下水が被圧帯水層から汲み上げられる際の水理
現象が熱伝導の物理現象と全く類似したものであるため，前の両氏の研究も熱伝導の理論解lとヒ
ントを得ているようである．ただ Theisが熱伝導の場合の点源を参考にしたのIL対し，国司と
筆者は穴のある無限領域の熱伝導を考え，そして国司と筆者とでは，井戸の中における境界条件
の与え方iζ特異性を持っている．すなわち国司は井戸の中の水位を一定と考え，筆者は井戸から
の揚水量を一定と考えた．結果的には前の Theisの理論解lζ井戸の直径を考慮、に入れた影響が
新しい附加項となって示されている．なお国司も筆者もベッセノレ関数を含んだ積分の数値計算を
行っていないので，今後最終式の実用性への発展が望まれる．
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